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0 Introduction
Les notes qui vont suivre sont informelles.
Soient X une courbe projective lisse sur k = C, x ∈ X(k), J la jaco-
bienne de X et DJ le faisceau des ope´rateurs diffe´rentiels sur celle-ci. La
trivialite´ du faisceau tangent de J implique (cf. par exemple [11], 5.2) l’ ex-
istence d’ un isomorphisme H0(J,DJ ) ≃ Symk H
1(X,OX ). Soient, d’ autre
part, pi0 l’ alge`bre (commutative) d’ Heisenberg ([1], example 8.4.3) (munie
de sa structure vertex quasi-conforme ”canonique” sous-jacente : cf. loc.
cit.) et H(X,x, pi0) l’ alge`bre correspondante des co-invariants (cf. loc. cit.
Def 8.2.7, Prop 8.4.1). On dispose d’ un isomorphisme (cf. loc. cit. example
8.4.3)) H(X,x, pi0) ≃ Symk H
1(X,OX ) dont on de´duit imme´diatement un
isomorphisme (cf. [1], 16.2.10 pour un point de vue plus ge´ne´ral)
H0(J,DJ ) ≃ H(X,x, pi
0).
Ce travail est motive´ par la recherche d’ un analogue de ce re´sultat
lorsque k est un corps parfait de caracte´ristique p > 0 : les e´le´ments de
∗membre du programme TMR de la CEE, re´seau Arithmetic Algebraic Geometry.
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DJ se de´crivent localement a` l’ aide de ”puissances divise´es” et il apparait
naturel de substituer a` pi0 la re´duction p¯i0 modulo p de sa ”forme entie`re” pi0
Z
.
Nous conjecturons qu’ il existe un morphisme d’ alge`bres non trivial (qu’
on espe`re surjectif)
Ψ : p¯i0 → H0(J,DJ )
compatible aux morphismes de frobenius dont on dispose des deux coˆte´s.
Le proble`me de la de´finition d’ un tel morphisme semble de´ja` se poser
lorsque X est une courbe elliptique et nous donnons quelques calculs ex-
plicites allant dans ce sens.
1 Forme entie`re de l’ alge`bre d’ Heisenberg
1.1 L’ alge`bre d’ Heisenberg
Rappelons brie`vement la construction de celle-ci (cf. [1],2.1.2 et 2.1.3, 2.4
pour les de´tails). On dispose de l’ alge`bre de Lie d’ Heisenberg H qui est l’
extension centrale
0→ C.1→H → C((t))→ 0
(de cocyle c(f, g) := −Res t=0 fdg) et de son alge`bre enveloppante (comple´te´e)
U˜(H), comple´tion convenable de l’ alge`bre U(H′) de ge´ne´rateurs 1 et bn,
n ∈ Z avec relations bnbm − bmbn = nδn,−m1, bn1− 1bn = 0.
Soient H˜ := U˜(H)/(1−1) l’ alge`bre de Weyl et H˜+ sa sous-alge`bre com-
mutative engendre´e par b0, b1, .... On peut alors induire la repre´sentation
triviale de H˜+ a` H˜ pour obtenir une repre´sentation de H˜
pi := IndH˜
H˜+
C = C[b−1, b−2, ...]
On peut munir ce module d’ une structure d’ alge`bre vertex (que l’
on peut ici pour l’ essentiel ignorer) commutative quasi-conforme (cf. loc.
cit. example 8.4.3) en faisant agir les de´rivations Der C[[t]] = C[[t]].∂t par
Lm := −t
m+1∂t →
∑
n<0(m− n)bn
∂
∂bn−m
. On note alors l’ alge`bre (vertex)
obtenue pi0.
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L’ alge`bre des coinvariants de pi0 (qui en est par de´finition un quotient)
(cf. [1], 8.1.7 ) s’ explicite de la manie`re rappele´e dans l’ introduction.
1.2 Forme entie`re
Pour la pre´sentation de cette section, nous suivrons des ide´es emprunte´es
a` [2] (voir aussi [9], a` des normalisations pre`s) qui e´clairent sensiblement le
point de vue de [4] pour la direction que nous souhaitons suivre. Notons d’
autre part que les vecteurs de Witt universel qui n’ apparaitront qu’ en fil-
igrane ici sont intimement lie´s (cf. [10], 3, [3], etc.) aux questions discute´es
dans ce travail.
On de´finit (cf. [2], 2 et comparer avec [8], Lecture 26, B) pour n = 0, 1
des polynoˆmes Λn ∈ Q[X1,X2, ...] par l’ e´galite´ formelle
∑
n≥0 Λnt
n = exp (
∑
j≥1
Xj
j
tj).
Exemples. Ainsi, on a :
Λ0 = X1 ; Λ1 =
[X2+X21 ]
2! ; Λ2 =
[2X3+3X1X2+X31 ]
3! ; Λ3 =
[6X4+(8X1X3+3X22 )+6X
2
1X2+X
4
1 ]
4!
; Λ4 =
[24X5+(30X1X4+20X2X3)+(15X1X22+20X
2
1X3)+10X
3
1X2+X
5
1 ]
5! .
On de´finit maintenant un morphisme d’ alge`bres Ψr : Q[X1,X2, ...]→ pi
0
par Ψr(Xm) := brm et l’ on pose Λr(bm) := Ψr(Λm).
De´finition (cf. [4], thm. 5.8). On note H˜Z le Z-re´seau de H˜ de base 1
et les Λr(bm) (m ∈ Z, r ≥ 0) et on l’ appelle forme entie`re de H˜.
Par le meˆme proce´de´ que pre´ce´demment (ou en utilisant [4], 11), on
de´finit le Z-re´seau pi0
Z
de pi0 de base 1 et les Λr(b−m) (m ≥ 0, r ≥ 0) et on
l’ appelle forme entie`re de pi0. C’est un H˜Z -module stable par l’ action de
Z[[t]].∂t ⊂ Der C[[t]].
Pour k un corps parfait de caracte´ristique p > 0, nous noterons (lorsqu’
aucune confusion n’ en re´sulte) p¯i0 := pi0
Z
⊗Z k.
3
2 Ope´rateurs diffe´rentiels sur les jacobiennes de
courbes
2.1 Rappels
Soient X un k-sche´ma lisse. On dispose sur celui du faisceau DX des
ope´rateurs diffe´rentiels au sens de EGA . Lorsque l’ on dispose de coor-
donne´es x1, ..., xn sur X, un e´le´ment P ∈ DX se de´crit comme une somme
finie P =
∑
α∈Nn x
α∂[α] avec les notations et conventions usuelles (∂[α] :=
∂[α1]...∂[αn] ; αi!.∂
[α1] = ∂α1 ; ...).
Le gradue´ pour filtration par l’ ordre des ope´rateurs diffe´rentiels sur DX
est tel que
gr DX ≃ Sym
PDTX
avec SymPD l’ alge`bre syme´trique ”a` puissances divise´es” (cf. par ex-
emple [7], prop. 1.3.7.3 pour un e´nonce´ impliquant ce dernier). Il ne semble
toutefois pas possible en ge´ne´ral, meˆme lorsque le fibre´ est trivial (sche´ma
en groupes,..) de de´duire de cet isomorphisme un calcul de H0(X,DX ).
Remarque. La difficulte´ que l’ on vient de mentionner se trouve de´ja`
dans le cas de X := Gm : les ope´rateurs diffe´rentiels invariants sur X ne
s’ identifient pas a` l’ alge`bre enveloppante de Lie (Gm) mais a` la ”forme de
Kostant” (hyperalge`bre) de celle-ci.
On peut calculer H0(X,DX) ”a` la Cech” en prenant un recouvrement
de X par des ouverts affines Ui munis de coordonne´es et en utilisant la de-
scription d’ un e´le´ment de H0(Ui,DUi) comme un endomorphisme de OUi
astreint aux conditions standards ([6], prop. 16.8.8 b)).
2.2 La conjecture
Soient k un corps parfait de caracte´ristique p > 0, X une courbe projec-
tive lisse sur k et J sa jacobienne.
Conjecture. Il existe un morphisme d’ anneaux canonique non trivial
(sauf si X = P1k !)
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Ψ : p¯i0 → H0(J,DJ ).
Pre´cisons la compatibilite´ de ce morphisme aux morphismes de frobe-
nius dont dispose des deux coˆte´s dans le cas particulier ou` X est une
courbe elliptique. On conside`re pour ce faire z une uniformisante locale
de X au voisinage de l’ e´le´ment neutre et l’ on e´crit, dans ce voisinage, un
e´le´ment P ∈ H0(J,DJ ) sous la forme P =
∑
j≥0 aj(z)∂
[j]
z avec les aj(z) des
se´ries. Le morphisme de frobenius auquel nous faisons allusion est donne´ par
∂
[j]
z → ∂
[ j
p
]
z , zl → z
l
p (avec les conventions habituelles). Sur p¯i0, le frobenius
est induit par le morphisme Λn → Λn−1
p
(cf. [2], thm. 5.1) (par exemple, si
p = 2,
[6b−4+(8b−1b−3+3b2
−2
)+6b2
−1
b−2+b
−4
1
]
4! →
[b−2+b2
−1
]
2! ).
Indiquons maintenant quels pourraient eˆtre les ingre´dients sous-jacents
a` la construction du morphisme Ψ. On dispose d’ un analogue de Ψ sur les
vecteurs de Witt universels W = Z[[X1,X2, ...]]
Ψuniv : pi0
Z
→ H0(W,DW)
induit par b−i →
∂
∂Xi
+Xi
∂
∂Xi+1
+Xi+1
∂
∂Xi+2
+ ... D’ autre part, le but de
Ψuniv est forme´ d’ ope´rateurs diffe´rentiels invariants pour la loi de groupe1
surW, si bien que ceux-ci devraient se ”descendre” via un morphisme se fac-
torisant par (cf. [10], 3.10 et thm. 3.2) I : W ≃ Gˆ∞a = Spf (k[[t1, t2, ...]]) →
Gˆ
g
a = Spf (k[[z1, ..., zg ]]) (avec g le genre de X) de´crit comme suit : on prend
une base (ω0, ..., ωg) de H
0(X,Ω1X), on e´crit au voisinage d’ un point P ∈ X
s’ envoyant sur l’ e´le´ment neutre de J , ωi = −d(
∑
n≥1 I
i
n
ξn
n
) (ξ une uni-
formisante locale en P ), alors I∗(zi) =
∑
Iintn. De plus, l’ invariance et la
nature de J devraient suffire pour affirmer qu’ on obtient ainsi des e´le´ments
de H0(J,DJ ).
3 Exemples
3.1 Courbes elliptiques
C’ est le premier cas non trivial. On a alors X = J mais nous distinguerons
parfois ces deux sche´mas dans les notations. Explicitons alors comment l’
1Ψuniv est d’ ailleurs sans doute un isomorphisme de pi0Z convenablement comple´te´ dans
l’ alge`bre des ope´rateurs diffe´rentiels invariants sur W.
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on construit (conjecturalement) le morphisme en question (la compatibilite´
aux frobenius s’ obtenant par le meˆme type de calculs).
On conside`re une e´quation de Weierstrass homoge`ne de X (cf. [12], III,
1.)
Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X
2Z + a4XZ
2 + a6Z
3.
Sur un voisinage U de O (e´le´ment neutre pour la loi de groupe de X), le
changement de variables standard (cf. loc. cit. IV, 1.) conduit a` l’ e´quation
w − a1zw − a3w
2 = z3 + a2z
2w + a4zw
2 + a6w
3.
On introduit alors
P := (a1w+3z
2+2a2zw+ a4w
2)∂w +(1− a1z− 2a3w− a2z
2− 2a4zw−
3a6w
2)∂z
que l’ on conside´rera (graˆce, par exemple, a` la structure de sche´ma en
groupe de J) comme la restriction a` U d’ un e´le´ment de H0(J,DJ ) note´
encore P .
On introduit maintenant l’ expression suivante de la diffe´rentielle invari-
ante (base de H0(X,Ω1X))
ω(z) = 1+a1z+(a
2
1+a2)z
2+(a31+2a1a2+2a3)z
3+...)dz = (
∑
i≥0 αi+1z
i)dz.
D’ apre`s ce que l’ on a indique´ dans le paragraphe pre´ce´dent, le mor-
phisme
p¯i0 → H0(J,DJ )
dont je conjecture l’ existence devrait eˆtre ici induit par
b−j → αjP ; j ≥ 1.
Il est facile de ve´rifier par exemple que l’ image de
b2
−1
+b−2
2! , c’ est a` dire
P 2+a1P
2! appartient bien a`H
0(J,DJ ). On en de´duit d’ ailleurs imme´diatement
l’ appartenance a` H0(J,DJ ) de l’ image de
b2
−2
+b−4
2! .
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Donnons maintenant quelques calculs en faveur de cette conjecture pour
la famille de Legendre y2 = x(x− 1)(x − λ). On a alors
a1 = a3 = a6 = 0 ; a2 = −(1 + λ) ; a4 = λ.
P = (3z2 − 2(1 + λ)zw + λw2)∂w + (1 + (1 + λ)z
2 − 2λzw)∂z = 2y∂x −
(3x2 − 2x(1 + λ) + λ)∂y
ω(z) = (1+ (−1−λ)z+ (1+ 4λ+λ2)z4+(−1− 9λ− 9λ2−λ3)z6+ (1+
16λ+ 36λ2 + 16λ3 + λ4)z8 + ...)dz.
On calcule explicitement :
P 2 = (14λx2+4λ2x2+λ2+9x4−12x3+4x2−4λx−4λ2x−12λx3) ∂2y +
4y2 ∂2x + (4λy− 8λxy+12x
2y− 8xy) ∂x∂y + (−4x+6x
2− 4λx+2λ) ∂x +
(−4y + 12xy − 4λy) ∂y
P 3 = (λ3−8x3−6λ3x−6xλ2+12λx2−54λx5+12λ3x2−8λ3x3+36λ2x4+
33λ2x2 − 60λ2x3 − 60λx3 + 99λx4 − 54x5 + 36x4 + 27x6) ∂3y + 8y
3 ∂3x +
(84λx2y + 24λ2x2y + 24yx2 − 72λyx3 − 24λyx + 6λ2y + 54x4y − 24λ2yx−
72x3y ∂x∂
2
y + (−24y
2x− 24λy2x+12λy2 + 36y2x2) ∂2x∂y + (−108λx
2y+
24yx+84λyx−12λy+108x3y−12λ2y+24λ2yx−108yx2) ∂2y + (−72λx
3+
54x4−24y2−72x3+6λ2−24λ2x+24x2−24λy2+72y2x+84λx2+24λ2x2−
24λx) ∂x∂y + (24yx− 8λy− 8y) ∂x + (−4λ− 36x
2 +8x+28λx− 36λx2+
24y2 + 36x3 − 4λ2 + 8λ2x) ∂y + (−24λyx− 24yx+ 12λy + 36yx
2) ∂2x
et l’ on ve´rifie que l’ on a bien P
2
2! ,
P 3+2.(−1−λ).P
3! , ... ∈ H
0(J,DJ) ainsi
que la compatibilite´ annonce´e aux frobenius.
On peut bien suˆr effectuer de nombreux autres calculs sur des exemples
particuliers.
Remarque; Lorsque l’ on prend la courbe singulie`re (re´duction de la
courbe de Tate) y2 + xy = x3, il est facile de ve´rifier que l’ on a encore un
morphisme 2 Ψ : p¯i0 → H0(Xns,DXns) construit sur le meˆme principe que
pre´ce´demment.
2de´ja` connu puisque Xns ≃ Gm.
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3.2 Ope´ration de Cartier
Si C de´signe l’ ope´ration de Cartier sur les formes diffe´rentielles de X,
on sait (cf. [13], thm. 1.1, voir aussi [5] ) que l’ on a
C(h.ω) = [ ∂
2p−2
∂xp−1∂yp−1
(fp−1h)]
1
p .ω
avec f(x, y) = 0 de´finissant X et ω la diffe´rentielle invariante.
Si f(x, y) = y2 + a1xy + a3y − x
3 − a2x
2 − a4x − a6 et p = 2, on peut
ve´rifier que ∂
2p−2
∂xp−1∂yp−1
(fp−1h) = (P + a1).h.
Si f(x, y) = y2 − x3 + (1 + λ)x2 − λx et p = 3, on peut ve´rifier que
∂2p−2
∂xp−1∂yp−1
(fp−1h) = (P
2
2! + 2.(1 + λ)).h.
Autrement dit, l’ ope´rateur diffe´rentiel de´finissant l’ ope´ration de Cartier
provient bien d’ un e´le´ment de p¯i0.
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